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Resumen

En la teoria de las ecuaciones diferenciales diversos problemas de contorno para
ecuaciones parabolicas modelan distintos fendmenos de la naturaleza y procesos de
diversa indole. Para determinar la solucion de tales problemas iniciales o de contorno
se presentan numerosas dificultades pues en muy pocos casos puede encontrarse una
solucién exacta.

En la mayoria de los casos se estudia la solubilidad del problema y las propiedades que
tienen tales soluciones.

Para la determinacién de la solubilidad de estos problemas se utilizan dos vias:

1) Determinando la existencia del operador inverso mediante métodos del analisis
funcional.
2) Aplicando el método de las estimaciones a priori.
En este dltimo método se consideran dos tipos de estimaciones:

a) Estimacion interior

b) Estimacion hasta la frontera
En la estimacion interior la desigualdad se obtiene en cada subdominio interior de la
region considerada y no se llega hasta la frontera.

En la estimacion hasta la frontera la desigualdad se obtiene en cada subdominio interior
de la region considerada y en los puntos préximos a la frontera.

En este trabajo se obtienen estimaciones interiores para la ecuacion de la conduccién
del calor en normas generales de Hdolder.

Palabras clave: estimacidn, norma, ecuacion, funciéon, condicién inicial, condiciéon de
contorno, variable espacial
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Abstract

In the theory of the equations differential diverse contour problems for parabolic
equations model different phenomena of the nature and processes of diverse nature. To
determine the solution of such initial problems or of contour numerous difficulties are
presented because in very few cases it can be an exact solution.
In most of the cases it is studied the solubility of the problem and the properties that
have such solutions.
For the determination of the solubility of these problems two roads are used:

1) Determining the existence of the inverse operator by means of methods of the

functional analysis.

2) Applying the method of the estimates a priori.
In this last method they are considered two types of estimates:

a) Interior estimate
b) Estimate until the frontier

In the interior estimate the inequality is obtained in each interior subdomain of the
considered region and you doesn't arrive until the frontier.
In the estimate until the frontier the inequality is obtained in each interior subdomain of
the considered region and in the next points to the frontier.
In this work, the interior estimates are obtained for the equation of the conduction of the
heat in general norms of Holder.
Keyword: estimate, norm, equation, function, initial condition, contour condition, space
variable

Introduccion

En Friedman (1964), se obtienen estimaciones interiores para las soluciones clasicas
de la ecuacion (1) suponiendo que f(t; x) sea una funcién continua segun Hélder con
exponente 0<a<1. En 1968, Ivanovich supuso que el término independiente f(t ; x )
fuera una funcidon que satisface la condicion general de Holder respecto a todas las
variables. El propio Friedman mejora las condiciones para el mismo resultado
suponiendo que f(t; X) sea continua con respecto a todas las variables y que satisfacen
la condicién de Holder con exponente 0 < a < 1, respecto a las variables
espaciales solamente.

El objetivo fundamental del trabajo consiste en la obtencion de nuevas estimaciones
interiores para soluciones clasicas de la ecuacion (1) y sus derivadas hasta el segundo
orden, bajo la suposicidon que el término independiente f(t; x ) sea una funcién continua
respecto a todas las variables en Qr =]0, T] x Q y que satisface en Qr la condicion
general uniforme de Hoélder con exponente a(r) € Ap , respecto a las variables
espaciales solamente. Se obtienen nuevas desigualdades interiores para las soluciones
clasicas de la ecuacion (1).

El método que se utiliza consiste en trabajar en una region interna (semicubo) y en él
mayorar las derivadas hasta el segundo orden y las diferencias de las segundas
derivadas como se muestra en (3).
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Para lograr esa mayoracion se aplica la teoria de Green para la solucion de ecuaciones
con coeficientes constantes mediante la llamada solucion fundamental (10) (Citado por
A.N. Tijonov y A.A. Samarsky en “Ecuaciones de la Fisica Matematica”: 526)

Desarrollo

Definicién : Se llama semicubo N =Nd (P,) de tope Po= (t,,x°) , X° = (xf,,,,,xg) y

arista d >0 , al conjunto de puntos (t, x), X =( X1,,,,,X ) que satisfacen las
desigualdades .

xX'—d < x<x?+d ; to-d?<t<to; i=1l..,n

Sean P=(t,x); Q=(t,y) puntos arbitrarios de Qr, se llama
Distancia parabdlica entre los puntos Py Q ala medida

d(P,Q):Qt—rH\x—y\z)%
donde |[x-y = (an(xi v, )ZJ%

i=1

Para la obtencion de las estimaciones interiores de las soluciones (clasicas) de la
ecuacion (1) se consideran éstas en los cilindros

Q(@.T) = ]9, 2'] x Qc Qr sin ningln tipo de condiciones iniciales 6 de contorno en

Sean q,m €Z, , P(t,x), Qt,y), x,yeQ ; 0<t<T
[i= {(r,a)ert;OSz’St}

por dp, dPQ se entienden las magnitudes

dp =infd(P,R) ; dpg = min(dp,dq)

Rel“t

Se dice que una funcién f definida en Qr satisface la condicion general uniforme de
Holder con  exponente a(r) ; respecto a las variables espaciales solamente , si para
cualquier par de puntos P(t,x),Q(t,y) € Qr se cumple que:

f(t,x)— f(t,y) < K (x— a(x-vl) , K=constante >0
tx)-fty) <k (x-y)

3
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donde :

La funcién «(r) es definida y continua en R, |, tal que .

) Limea(r) =Lima(r) =« e[01[ ; Limre(r)nr = Limra(r)inr=0

r—0° r—+o0 r-0° r—+o0

Si a=0 entonces | jm a(r)inr=-a y a(r)+ ra(r)inr>o

r—0*

para r € Ro = ]O,Ro[u %,—i—oo[ donde ro es un namero suficientemente

pequefio.
(Se supone que a(r) existe y es continua, por lo menos parar € Ro)

De la condicion 1) se deduce que :

r P .
1)) r“( ) es monotona creciente para r € Ro

1) re(t-2 crece lentamente para,r € Ro , es decir

- (k.l) ( ' ) - H t k “<a < k < I’< .

r—0*

Se denota por AL, LeN , ala clase de las funciones , del tipo a(l‘) para las cuales

L
.
(Aa(r))l‘ = (It“(r)ldt) < a : 0< r<do=diametrode Q
0

V)  Aalk-r) < kAalr) , k>1 , kr<r,
Aa(y-r) = yAalr) ,0<y <1, r<r

*Teorema: Sea f una funcion continua en Q; = [O,T ] x E, y que satisface la condicion
general uniforme de Holder de exponente a(r) € A1 respecto a las variables espaciales

4
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solamente en Q; . Sea u(t,x) una funcién continua en Q, de clase C0,2+Ba(r)( )y que
satisface la ecuacion

ou
L,u =Au-— = f(t,x)enQ,

Entonces existe K = K(n,a(r),B,,T) tal que:

Diu(P) < d™'K sup Ju|+d*'K sup [ f|+d* K H,  [f]=KI,
N N

D,u(P)-Dju(Q)

2-i+a(d) L
(P_Qp <K, +Kd Honlf], i=0,1,2

(@

U, <Kl +Er, ). K=K(n,d) 2)

0.2+B,(,

Demostracion:

Como Mg [u], Mg%,e [u] son magnitudes finitas, existen dos puntos p(,,x),Qft,y*) ¥ una

0,2+B,
derivada D’u, tales que %Mgg[u]g d’D2u(P) (3)
1 Qr [ ]<d2+B“(dPQ, DiU(P)—Diu(Q)‘ (4)

9 1102+By)

uj= PQ (‘Xo _yo‘)Ba(‘xg—yg‘)

1
—y,l<—d
con |x, yo\<4
Sea Nd(P) el semicubo con tope en el punto P y arista d = ud,

Sea ¢(Q)e C3*(N,(P)) tal que
1 QeN, (P)

9Q)=14 QeNzc,(P)—N3d(P) (5)

4
y |DIDfp(t,x] < Ad?™*, 0<l+k<2

Considerando la férmula de Green para las funciones
ut,x) vy ot x), T,t,z;x—&) ; donde
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TX— =;ex —ﬁ T>
Lot wx—&) T p{ 4(1__0}, t 6)

es la solucion fundamental de la ecuacion adjunta de la ecuacion L,u=0 con
singularidad en el punto (z,&).

Se cumple que 1, (t,r;x—£&)>0, Jro (t,z;x—¢£)=1Y para las derivadas de [ se tiene:
En

-7

2
D!} It 7:x— &) <kit- 0 exp[k|xt‘_§|J (7)
La funcién u(t,x) se expresa por

u(t,g) = —_[ J.cptx (t,x) Ty (t, 7, x — € )dx dt +
to-d? B (8)

* H u(t, )L [t X)F(t,x) Ty (t, 1 x — &)Jdx ot

0-d2B
p;r; cualquier (z,&)e Nid(P)’ B es la base inferior del semicubo N_(P).
2
Derivando como en el trabajo de Friedman (1964) en el punto R =(9,¢)
0
DEU(H,C)}%L!DZFO(LT:X—C)[co(t,X)f(t,X)—(ﬂ(t,é“)f(t,é“)]dde
- j ot,0)f tngZ T, (t,0;x— ¢ )dxdt +

to—d?

b ] Juxfa, Dol 2T oix—¢ et

ty-d2 B

(**) Pasando la integral de volumen a una integral de superficie, derivando por dS,, el
elemento de superficie en el contorno 0B

Du(6.¢)=- j [ DTy (t,6:x = ol x) £t X) - olt, € ) £ (t,¢ )]t +

ty-d? B
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- T olt,$) F(t.£)[ D, T,(t,0:x—¢ )dxdt +

+ :0[ Z fu(t, x{(A, +D)olt, X)D2 Ty (t,0;x — ¢)]fdx dt

to

= LR)+L,(R)+ 14(R)

Sustituyendo R por P se tiene que
DZ(P) <[L(P}+[1,(P)+[1:(P) . (9)

Estimemos |1,(P):

L)< ][I0t x—x)olt ) 10— olt 1) £t 5, ) o

ty-d2 B

ahora,

lp(t, x) T (t, x)—(t, X, ) £ (£, %, ) <

[x=xo| (10)

M2 [f](—y(@q ) g % M, [f]

Teniendo en cuenta (7):

d;? o) X=X
X[M;a(x)[f] ey (=) pen) | d°‘d M;°0[f]]dxdt

Haciendo cambio de variables:
r=[x—X,| dx=r""dx (
11)

dt=r2p2dp

+2
o d Tiz
K[[2 e
r20

re
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ST VR
X[M?a(x)[f](d—wr ()_l+adp2M;0,0[f] drdp
PQ

w N d d*2
oo aof M 1) Sy 0t iy o

d
L(P) < K|:M;?a(x) [f ]W@Ira(r)_ld”d;z Mo [f ]}
PQ 0

L(P) < KWQML‘?M [[1Aue +d M [l (12)
PQ

(A ="
Mayoremos |[1,(P).

De (8).(6),(5)

|2(P] <d?M [ ] T HDgFO(t,tO;X—XOj ds, dt

t,-d? B

Aplicando la desigualdad |x—xo|>%d para XxeoB y sustituyendo z=t

2 2 2
* e, gt oo )dz_d—dz (13)

ty n+: —‘Xixo‘z
1,(PY<kd M [f] | j(to—t)’Tlek‘O’t ds, dt<

to-d? 3B

t e _\x—xc\z
LPY<kaME ] [ [G-t) e ' ds i<

t,-d? oB

fy n+ 7i
<kd’M,[f] j(tO —t)’Tle Wt gn gy

ty—d?

ni

L(P)<kd™'d *Mp,[f ]j(dzzj e d22d;
1

© I’1+1 d2

<kd"d; M;oof]jz2 e

dz

IL(P)<kdMp[f] (14)

Mayoremos |[I,(P). Del hecho que A, T,+D,T,=0Y que L'T,=0
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2
OJ +
. \x—r\

o d M, —t) 2 e bty

1,(P) <k Mg, [u]

(MD To(tty, x— &)+ PIp3 T, (t,t,, x - gj

n +|D,gD? T, (t,ty, x— &) dx dt <
f +[Die]
E i=l n+2

2(t, —t)
k Mg [u ]J e
n+2 -k
+d M, —t) 2 e “dxdt

1, (P} <k M [u ]”[(d fd ), -t d i, —t)’"%a}e S dx dt (15)

E

e[ 01-,0)

Sea E=E UE,, Elz{(t,x)eE:|x—xo|>%}, E,=E\E

Considerando la desigualdad [x — x,| > % para (t,x) e E,

2 2
y sustituyendo z = d , dt :d—dz

t, —t 22

2
_kd

[d +d -ty 2 2 4d Mt —t) M}e ©td?z2 dx dz

d231
n+2 ES
< 2
:” @2 +d) n+z+d‘1zn+3 e™ d?z7? dxdz
1B, d d
© Zﬂ—l ZLﬂ—l d_z d_]_ 1
—d"[|(d2+d ) +d e dz<k|d"| ——— |+
'[ ( /dn+2 dn+l |: ( dn dn+2
n+ ‘X XO‘
T Y (RTE SRR
tp-d2 By

<k(2d?+d*)<kd? (16).

2
De (t,—t)> [%j ,si (t,x) e B, (recordar que |X, - Y| < %)

‘X—Xo‘z

Ij[d cd )t 1)z +d e —t) M} bt dxdt<

ty—d? B,
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| X*XO‘Z
_ ol

<k | J‘{(d2+dl)dn1+z+j:3}e @ dxdt<

B e

luego, de (15), (16) y (17) se obtiene que
[1,(P) < kd*Mgy,[u] (18)
y, de (9), (12), (14) y (18) se tiene que

-2

DEU(P)( < kZd_dme M;?a(r)[f ] At k d;ZM?o[f ]+ k(diz) Mé?o[u]

PQ

y de (3):

1 A, .
> Mazu]< k(d—ﬁ)d;y'\/'?am[fhk Ml F1+(d?)d? kMg [u]
PQ

A
M, [u] <k 9 M2 O[]+ k M [f]+ kd 2d2 Mis,[u] - (19)
(d )zx(dpQ) (r) p

PQ

1 d®)
EM(;O,Z[U]S kWM;ﬂ,a(r)[f]—i_k M o[ f ]+ k()M [u]

P

Para0<r<1, rd <d, = d@ < (dp)a(dp):> S

luego,

M fu]<k d™ @M, [ ]+ k MEo[f ]+ k()M [u]
Mayoremos M (‘,?2+Ba(r) [u].
Consideremos los puntos P, Q que satisfacen la condicién (4). Supongamos, por
ejemplo, que dPQ =dp y consideremos d(P,Q)s%d , 0 sea, |xo—y0| S%d. Segun la
desigualdad (9):

10
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D?u(P)-D?u(Q) <[1,(P)- L, (Q) +[1,(P)- 1, @)+, (P)- 1, (Q) (20)

LP)-LQI = f [iorr .t x-x fole 160~ oft )0 0 )-

ty-d? B

- Dzro(t’tov X— yo)[(”(t’ X)f (t’ X)_¢(t’ yo)f (t’ yo)] }dX dt |

< tof:I[Dzro(t,to,x—xo)— DL (1, X — v )] [(t, X) f (£, X) — (t, %, ) F (£, %, )] cx clt| +
+ ID.'?:J.Dzro(tlto: X— YO) [¢(t’ yo)f (t, yo)_(D(t, Xo)f (t, XO)] dx dt| +

T ] [ DT (6 to, x = xo) [o(t, X)F(t x) - 0lt X, J(t,x,)] dx |+

to,—d? B

| [0tk vl 930 ot ) ey, o

t,-d? B

=V, +V, +V; +V, (1)
Mayoremos V, aplicando el teorema del valor medio de Lagrange, y (10) y el cambio de

variables p = M dx = (tO —t)g,o”’1 do (22)
(to _t)E

t0—52 ne3 k‘x Xo‘ Mtoa . [f] X X (‘X’XO‘)
Vi <k J. I(to_t) 2€ { : ((d()(d )Pz
) PQ

- d2My, [ _dx°‘ Xo —yo| dx c

f] fo=0 n+ WX ol
<K %o =Y, W jjt—t**s (% =y e ™ o dxdt+

PQ to-d? B

ty—6°
+k| d y0|d ZM;?O[f] .[ j(to_t)_Te = % —Xp| dx dt

ty—d? B

< 2a [f] o 7—+ (%*U%P} -1 —kp?
< Kfxo —y ﬁd—ﬁ j j —t) [t —t)zp} p" e dp dt +

to-d? B

11
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ty-5°
bo =l ZM;DO[f]j [t —t)p"e™" dpdt
B

ty—d?

Como O< t,—t< d?, parad<r,

d"’p” o' dp dt+

to to
—k\xo yo%f t—t’EI

dQ to-d? B ,D
ty—6
ool y("d Mgoof]j dt
0—d? 0
[f] ty—62
<k|X _y°|wd J. t —t 2dt+
ty—d?
+kwd;2M§jo[f]5—lZ(d2—52)+
Mo [f
Kl -]
PQ

. L1 1 . ., .
Utilizando la relacion FE < <§ para realizar la mayoracion correspondiente:

0

PQ

_ d2 d“d.2M2 o (fl[1 1

-2 da -2

d d d?
<k|x,— YO|[TPM§?o[f ]+—a(d—yM§f’a(r)[f ]J; (23)

Mayoremos V,

Aplicando (9) y el teorema de la divergencia de Gauss-
Ostrogradski
ty—62 (‘X » ‘) ‘X _ y ‘ 7k‘x_)i)‘ .
V, <k [ (t-t) dadm ML LF 1% — yol S+ d2M [ ] Od ®Ife " ds, dtConsider
PQ oB

ty—d?

ando i|[x—y,| > d"™"®

ty-5°

+1 d o — X, — —k%
Vsk 0" [mmz;(r)[f]qxo—yo)”<v y“m;mzeo[f]‘]dyt)} Jo as, ot
oB

to—d?

to-” R .
smwljm—uie%{wﬁbmmJﬂw«%r““*me[ﬂ %%l | gt Haciendo e
to—d? PQ
2
cambio z =  dt=d?z7%dt

0

12
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HAY T g of 02, ) \oyo\
stkd”‘lj(zj €02 i Mol 1] (% = yo o) d M [ £ ]P0l | gz
PQ
1

d : Xo—Yo - Xy —
= k(d_a(%TM?a(r)[f]qu _yo|)a(‘ ’ )+dp2M;(,J0[f]—| ? q yoq

(24)

1 1
Haciendo el cambio [X—X,| = (t, —t)p, p = L, dx=(t, —t)20" 'dp

V| < tj HDZFO(t,tO,x—xoj\(p(t,x)f(t,x)—(p(t,xo)f(t,x()] dx dt

ty-62 B

a-m (1152 | gy gt
(dPQ)a(dpQﬁz +4a, 2,0[ ] d X

" n+2 ' Mt?a(r)[f]qx_x‘)a(\x—xo\) ) ) ‘X—X‘
.[J (t,—t)2p { 2 (dpo)a(dpqiz +dp2M;v°[f]To do dt

) 1 9’[(10’1)?/3]
i 1 1 —kp? M zuva(r)[f [(to _t)z p 2 t (tO —t)%
t—t) p"e™ +d M [ p | dpdt
10'[;2?[ (dPQ)a(dPQ)-»LZ p) 2,0[ ] d p| ap

fo o R Mto flis a(dp)
< J' (to_t)l.l"pm-le—kp[ Z,a(r)[ :Kp)

“2p1to o
ty-o52 0 (dPQ)a(dpoPZ +d, Mz,o[f]dp] dp dt

< M;a r)[f]

W@?J t-t) ije “ (0p)" " dp dt+

+ : -
d 2M;O[f]j t, —t) jp 2 kpdpdta

[
f .
(_F(% I t,—t _1Jpn+1e ko? Mé‘a dpdt+d Mt0 [f] J‘(to_t),ldtg
PQ ty—8 ,0 Lo
Mz, [f] dt _ S
S T tL2f4+dfM54”a

< Maanlf] o a2amg i)
(Ao )" (25)

Analogamente a |V| se estima V,|

13
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‘ YO (‘X*YUD _
vis | -0 [ il +%waﬁﬁd%}wm
ty-62 B
t ( 5;7) 5
-1, Za r — o
< j (t, - "le kp( )adw +dp2M;0[f]EpJ dp dt
to—52 pQ

Mto f (p)-a
< —2al 3[Q ]2 j (t, —t) jp n-tealplg —(5”)( 5 dp dt+
(dPQ) 0 P

ty—62

to

+d;2M;°,o[f]5 j (to —t)*lj‘p"e*kpzdp dt
ty-5? 0
1y fo
<k ;\AZ,a(rJ.,[:]Z 5 I( -t)* dt+d; M§°o[f]5 J( t)7dt
PQ -o? o

Moo ]

skW(S“d Mo [f]s (26)
De (21), (23), (24), (25) y (26) se tiene que:

E) @)k - & Ml s 1]

a \| Xo—Yo Mtoar f —
+kﬂxo_yo‘ +QX0—Y0\) { y)]ﬁ(%"'dpzxo_yo Méo,o[f] (27)
PQ

Mayoremos 1,(P)-1,@Q)

to

_‘- olt, o) f (t %) D:(_IDxro(t*to*x_Xo)de dt—

to—d?

“z(P)_ Iz(QX <

- I tYO tYO g(J‘Dxro(tvto'x_yo)dedt
B

ty—d?

1)

| ottt ot )l - oLt x b

ty—d?

to

+ ] (p(t,xo)f(t,yO{D{—!DXFO(t,tO,x—xo)de—Df[_.E[DXFO(t,tO,X_yO)dXH dt

ty—d?

t

+j{w@%ﬁ@%»w@%w@%n%ﬂng@%m_%bg}m

ty—d? B

SWyy +W,, + W, (28)
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2

Aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradski, y el cambio z = "
0

2 \X*Xn\z
Mﬂ‘ —{ adpQ ;?a(r)[f]qxo - XO ol J J‘ J. _t o dS>< dt

ty—d? 6B

doc doyel) | B prgLa
S{da(:?qj 'V'E?a(r)[f]QXo _yo‘) b yO)] _[ _[(to ~t) 2e 'tdS, dt
PQ

to—d? B

d72 n+l
s[ M 7]~y %jyd iy e ug it s

a dPQ
dPQ 1

d_z t 2\ X0~ Yo
S{W%Mz?a<r>[f]qxo—Yo)q Y)J (29)

PQ

Aplicando el teorema del valor medio, el teorema de Gauss-Ostrogradski y teniendo en

1
cuenta para X, € 0B :|x - X,| = Zd

W, | <dZM¥ [f]j {jor t,ty;X— X, ) dS, —jDr tty; Y, — )dsx}dt

t,-d?L.oB

<d My, [f] lj1 “DZFO(t,tO;x—x*)xo —Yy| dsx} dt

to-d?LoB

2
X=X
ty ‘ 0‘

<kd Mg, [f] [ (t,—t) je W dS, X, — Y dt

to—d? B

ty n+2 —kd—2
<kd Mg, [f] [ (t,—t) 2 e “*[ds, [x, —y,|dt

tod? B

< kdpzM;?a[f]XO;yo (30)

)

Wos|<d, 2! °dy° M [f] | DX(—jDro(t,to;x—xo)de

ty—d?

dt

_ f
sd;zMMgo[f]j [Py (¢ ty;x =%, ) ds, dt

d to-d? oB

\xxo\
<|<d2‘x0 Yol f]j t—t,) je bt g, dt

to—d?

t n+ —i
<kd; 2 X °d ‘Mzo[f]j (t-t,) 7 e k‘o*tjdsx dt
to—d? B
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_ fo n+: —i
<k - Yol g [ ] [E-t,) = e at

ty—d?

n+l

% = o M, [f Jd "’ljd’”’lzTe"‘Zdz 27%dz
1

<kd?

<kd? X";yo M [f] (31)

De (28), (29), (30) y (31) se obtiene:

d (| Xo—Yo . X -y
1 (P)- 1@ <k om0 e 1] (32)

PQ

[ Jutt 0D, + D)plt D2 .t x— %, )] et -

t,—d? B

~ [ Jult 0D, + D) ot D2 (.t x— )] okt

ty—d? B

1:(P)-15(Q) =

fy

[ Jult XD, + D) lolt DT, .ty x - %)~ DT 18y, x -, )] et

t,—d? B

<

2
x—x“

fo n+ n+ n+ - ‘
<kMZ,[u] I J'[d (1, —t)‘T3 +d (¢, —t)'T4 +d (¢, —t)‘;} e ot X, — ¥o| dx dt

ty—d? B
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