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Resumen 

En la teoría de las ecuaciones diferenciales diversos problemas de contorno para 
ecuaciones parabólicas modelan distintos fenómenos de la naturaleza y procesos de 
diversa índole. Para determinar la solución de tales problemas iniciales o de contorno 
se presentan numerosas dificultades pues en muy pocos casos puede encontrarse una 
solución exacta. 

En la mayoría de los casos se estudia la solubilidad del problema y las propiedades que 
tienen tales soluciones. 

Para la determinación de la solubilidad de estos problemas se utilizan dos vías: 

1) Determinando la existencia del operador inverso mediante métodos del análisis 
funcional. 

2) Aplicando el método de las estimaciones a priori. 
En este último método se consideran dos tipos de estimaciones: 

a) Estimación interior 
b) Estimación hasta la frontera 

En la estimación interior la desigualdad se obtiene en cada subdominio interior de la 
región considerada y no se llega hasta la frontera. 

En la estimación hasta la frontera la desigualdad se obtiene en cada subdominio interior 
de la región considerada y en los puntos próximos a la frontera. 

En este trabajo se obtienen estimaciones interiores para la ecuación de la conducción 
del calor en normas generales de Hölder. 

Palabras clave: estimación, norma, ecuación, función, condición inicial, condición de 
contorno, variable espacial 

mailto:enriquearr@ucpejv.edu.cu
mailto:juliofgh@ucpejv.edu.cu


 Órbita Científica. No.109 Vol.25 octubre-diciembre  de 2019. ISSN: 1027-44722 
 

2 
 

 

Abstract 

In the theory of the equations differential diverse contour problems for parabolic 
equations model different phenomena of the nature and processes of diverse nature. To 
determine the solution of such initial problems or of contour numerous difficulties are 
presented because in very few cases it can be an exact solution. 
In most of the cases it is studied the solubility of the problem and the properties that 
have such solutions. 
For the determination of the solubility of these problems two roads are used:   

1) Determining the existence of the inverse operator by means of methods of the 
functional        analysis.   
2) Applying the method of the estimates a priori.   

In this last method they are considered two types of estimates:   
         a) Interior estimate   

               b) Estimate until the frontier   
In the interior estimate the inequality is obtained in each interior subdomain of the 
considered region and you doesn't arrive until the frontier.   
In the estimate until the frontier the inequality is obtained in each interior subdomain of 
the considered region and in the next points to the frontier. 
In this work, the interior estimates are obtained for the equation of the conduction of the 
heat in general norms of Hölder. 
Keyword: estimate, norm, equation, function, initial condition, contour condition, space 

variable 

 

Introducción 
En Friedman (1964), se obtienen estimaciones interiores para las  soluciones  clásicas  
de  la  ecuación (1)  suponiendo  que  f(t; x) sea una función continua según Hölder con 

exponente     0    1.  En 1968, Ivanovich supuso que el término independiente f(t ; x ) 
fuera una función que satisface la condición general de Hölder respecto a todas las 
variables. El propio Friedman mejora las condiciones para el mismo resultado 
suponiendo que f(t; x) sea continua con respecto a todas las variables y que satisfacen 

la condición de Hölder con exponente                0    1, respecto a las variables 
espaciales solamente.  

El objetivo fundamental del trabajo consiste en la obtención de nuevas estimaciones 
interiores para soluciones clásicas de la ecuación (1) y sus derivadas hasta el segundo 
orden, bajo la suposición que el término independiente f(t; x ) sea una función continua 

respecto a todas las variables en QT = ]0, T] x  y que satisface en QT la condición 

general uniforme de Hölder  con exponente (r)  A1 , respecto a las variables 
espaciales solamente. Se obtienen nuevas desigualdades interiores para las soluciones 
clásicas de la ecuación (1). 
El método que se utiliza consiste en trabajar en una región interna (semicubo) y en él 
mayorar las derivadas hasta el segundo orden y las diferencias de las segundas 
derivadas como se muestra en (3). 
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Para lograr esa mayoración se aplica la teoría de Green para la solución de ecuaciones 
con coeficientes constantes mediante la llamada solución fundamental (10) (Citado por 
A.N. Tijonov y A.A. Samarsky en “Ecuaciones de la Física Matemática”: 526) 

 

Desarrollo 

Definición :  Se llama   semicubo  N = Nd  0P   de tope P0 =  0

0 , xt  ,  00
1

0 ,,,,, nxxx    y 

arista d 0 , al  conjunto de puntos   ( t , x ) , x = ( x1,,,,,,xn )  que satisfacen las 
desigualdades  . 

        0

ix  d    xi   0

ix   d  ;        t0  d2    t    t0  ;     i =1,....,n  

Sean    P = ( t , x ) ;  Q = (  , y )   puntos arbitrarios  de  QT , se llama 

Distancia parabólica  entre los puntos  P y Q  a la medida  

  

d     2
1

2
, yxtQP     

donde     yx   =  
2

1

1

2













n

i
ii yx  

Para la obtención de las estimaciones interiores de las soluciones (clásicas) de la 

ecuación  1  se consideran éstas en los cilindros  

 

 .Q     ,  x TQ   sin ningún tipo de condiciones iniciales ó de contorno en    

      t =  TQ   \  TQ  

Sean   q , m      0;,,,,,,Z   yxytQxtP   t  T   

t =    , t  ; t0  

por     Pd  ,   PQd  se entienden las magnitudes 

Pd   =  inf d ( P , R )   ;    PQd   =  min ( dP , dQ ) 

        R  t 

Se dice que una función f   definida en QT satisface la condición  general uniforme de  

Hölder con   exponente   r  ; respecto a las variables espaciales solamente , si para 

cualquier  par de puntos   P( t , x ) , Q ( t , y )   QT  se cumple  que : 

 

   ytfxtf ,,     K     yx
yx





  ,  K  constante > 0 
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donde : 

La  función  r  es definida  y continua  en 
*R   , tal que . 

I) Lim
r 0

 r  = Lim
r 

 r  =      0,1    ;    Lim
r 0

r  r ln r  = Lim
r 

r  r ln r = 0 

 

Si   = 0  entonces Lim
r 0

 r ln r = -     y     r  +  rr  ln r  0 

para  r  R0 =      ,,0 1
0

OR
R        donde  r0  es un número suficientemente  

pequeño. 

 

(Se supone que   r   existe y es continua, por lo menos para r  R0 ) 

 

De la condición  I )  se deduce que : 

II) 
 rr  es monótona creciente para  r  R0  

 

III) 
   rr  crece lentamente para , r  R0  , es decir  

 

       Lim
r 0

   

  







r
r

rkrk
 = 1,  uniformemente respecto a  k ,   0  a    k    b   . 

Se denota por  AL , Lℕ , a la clase de las funciones , del tipo  r  para las cuales  

  LrA = 
 

L
r

r dtt

















0

1
          ;      0   r  d0 = diámetro de   

 

 IV)      A  rk      k A  r   ,   k > 1   ,   k.r < 0r  

               

            A  r      A  r   , 0      1   ,   r < 0r  

 

 *Teorema: Sea f una función continua en   nT ETQ  ,0  y que satisface la condición  

general uniforme de Hölder de exponente (r)  A1 respecto a las variables espaciales 
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solamente en 
TQ . Sea u(t,x) una función continua en 

TQ  de clase  
 
 TB QC

r2,0  y que 

satisface la ecuación  

                 TQenxtf
t

u
uuL ,0 




  

 

Entonces existe     TBrnKK r ,,,   tal que: 

 

      iNP

di

N

i

N

ii

x KIfHKdfKduKdPuD  

,

22 supsup   

 

   
   

   

    2,1,0,,

2 







ifHdKIK
QP

QuDPuD
d NQ

di

IB

i

x

i

xB

QP

d 



  

 

   
     2d,nKK,fuKu 0

Q

r,2

Q

0,0

Q

B2,0

TTT

r


 

   

Demostración: 

 

Como  
 
 uMuM T

r

T Q

B

Q

2,02,0 ,  son magnitudes finitas, existen dos puntos    0

0

0

0 ,,, ytQxtP  y una 

derivada uD2

 , tales que      3PuDduM
2

1 2

x

2Q

2,0
T

  

 

 
   

   

   
 

d
4

1
yxcon

4
yx

QuDPuD
duM

2

1

00

B

00

2

x

2

xB2

PQ

Q

B2,0
0y0x

PQdT

r

















   

Sea  PNd  el semicubo con tope en el punto P  y arista  dd   

Sea     PNCQ d

3  tal que 

 

 

   
 5

PNPNQ0

PNQ1

Q

d
4

3d

d
2

1













             

y   20,, 2   kldAxtDD klk

x

l

t                                                    

Considerando la fórmula de Green para las funciones 

 xtu ,  y      xtxt ;,,, 0  ; donde 
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 
    

 6t,
t4

x
exp

t4

1
x;,t

2

2
n0 





















  

es la solución fundamental de la ecuación adjunta de la ecuación 00 uL  con 

singularidad en el punto   , .  

Se cumple que     

nE

xtxt 1;,,0;, 00   y para las derivadas de 0  se tiene: 

 

   



























t

x
ktkxtDD

kln
h

x

l

t

2

2

2

0 exp;,                7                   

La función  xtu ,  se expresa por 

       

         

 















2
0

2
0

dt B

00

dt B

0

dtdxx;,tx,tfx,tLx,tu

dtdxx;,tx,tfx,t,tu

                      8                              

para cualquier    PN
d

2

1,  , B es la base inferior del semicubo  PN . 

Derivando como en el trabajo de Friedman (1964) en el punto   ,R  

 

               




 
2

0

,,,,;,, 0

22

dt B

dtdxtftxtfxtxtDuD  

      






 
2

0

;,,, 0

2

dt B

dtdxxtDtft  

 

          






 
2

0

;,,, 0

2

dt B

tx dtdxxtDxtDxtu  

 

() Pasando la integral de volumen a una integral de superficie, derivando por xdS , el 

elemento de superficie en el contorno B  

 

               




 
2

0

,,,,;,, 0

22

dt B

dtdxtftxtfxtxtDuD  
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      
 





 
2

0

;,,, 0

dt B

dtdxxtDtft
 

          






 
2

0

;,,, 0

2

dt B

tx dtdxxtDxtDxtu
 

=      RIRIRI 321   

 

Sustituyendo R  por P se tiene que 

 

       PIPIPIPD 321

2  . (9)                                                              

 

Estimemos  PI1 : 

 

            



0

2
0

00000

2

1 ,,,,,,

t

dt B

dtdxxtfxtxtfxtxxttDPI   

ahora, 

 

       

   
         fMd

d

xx
xx

d

d
fM

xtfxtxtfxt

txx

d

PQ

t

x
PQ

000

0,2

20

0

2

,2

00 ,,,,





















   10  

Teniendo en cuenta (7): 

 

    










0

2
0

0

2

0

2

2

01

t

dt B

tt

xx
kn

ettKPI  

   
          dtdxfMd

d

xx
xx

d

d
fM

t

P

xx

d

PQ

Pt

x
PQ 












 
 



000

0,2

20

0

2

,2





 

Haciendo cambio de variables: 

 drdt
tt

r

dxrdxxxr n

22

0

2

1

0











        11  

   










2

2

2
2

2

0

1

d

r

k

d

xn
e

r
KPI

n

  
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   
   

    






 ddrfMd
d

r
r

d

d
fM

tr

d

PQ

t

x
PQ 













 



00

0,2

21

2

,2
 

   
   

    
























2

2

00

0

0,2

21

2

,2

1
2

d

r

d

tr

d

PQ

t

x

k

n

drfMd
d

r
r

d

d
fMdeK

PQ










 
 

     
   

   













 



 fMddrr
d

d
fMKPI

t

d

r

d

PQ

t

x
PQ

00

0,2

2

0

1

2

,21 







 

 
             12fMdAfM
d

d
KPI 00

PQ

t

0,2

2

d

t

x,2d

PQ

2

1








  

                                      
  dB

d dA 

                                                                                                                                                                                                             

Mayoremos  PI2 . 

De      5,6,8  

      
 

 
0

2
0

0

0000,2

2

2 ;,

t

dt B

x

t

P dtdSxxttDfMdPI 
 

Aplicando la desigualdad dxx
4

3
0   para Bx   y sustituyendo 

tt

d
z




0

2

,  

 
dt

tt

d
dz

2

0

2


 ,  

 
dz

z

d
dz

d

tt
dt

2

2

2

2

0 


          13  

      
 






 
0

2
0

0

2

0

0 2

1

00,2

2

2

t

dt B

x

tt

xx
kn

t
dtdSettfMkdPI 

 

      
 






 
0

2
0

0

2

0

0 2

1

00,2

2

2

t

dt B

x

tt

xx
kn

t
dtdSettfMkdPI 

 

   





 
0

2
0

0

2

0 1
2

1

00,2

2

t

dt

ntt

d
kn

t
dtdettfMkd

 

    

















1

22
2

1

20,2

21

2
0 dzzde

d

z
fMddkPI kz

n

tn


 

  










1

1

2
2

2

1

0,2

21 0 dz
d

d
ezfMddk

n

kz

n

tn


 

   fMdkPI
t0

0,2

2

2

       14  

Mayoremos  PI3 . Del hecho que 000  tD
 y que  00 L  

 



 Órbita Científica. No.109 Vol.25 octubre-diciembre  de 2019. ISSN: 1027-44722 
 

9 
 

   

   

 

 
   

 



 


























































E

n

i

E
tt

kn

tt

x
kn

tt

x
kn

t

t

iii

t

dtdxettd

ettdettd
uMk

dtdxxttDD

D
x

xttD
x

xttD
x

uMkPI

1

2

2

0

1

2

3

0

1
2

2

0

2

0,0

00

2

0

2

00

3

00

2

2

2

0,03

0

0

2

0

2

0

0

,,

,,,,

















 

         


















E

tt

xx
knn

t
dtdxettdttdduMkPI 0

2

0

0
2

3

0

1
2

2

0

12

0,03
   (15)                                                                                                                

   













 PNPNE

dd
2

1

4

3

 

Sea 21 EEE  ,   









2

:, 01

d
xxExtE ,  12 \ EEE    

Considerando la desigualdad 
4

0

d
xx  para   1, Ext    

y sustituyendo dz
z

d
dt

tt

d
z

2

2

0

2

, 


  

     


















0

2
0 1

0

2

22
2

3

0

1
2

2

0

12

t

dt B

tt

d
knn

dzdxzdettdttdd  

  

































1

22

3

2

3

1

2

2

2

12

1B

kz

n

n

n

n

dzdxzde
d

z
d

d

z
dd  

 



































 



















1

2

12

1

1
2

1

1

2

1
2

12 1
nn

nkz

n

n

n

n

n

dd

dd
dkdze

d

z
d

d

z
ddd  

luego      










 







0

2
0 1

0

2

0

2

3

0

1
2

2

0

12

t

dt B

tt

xx
knn

dtdxettdttdd  

  2122   kdddk  (16). 

De  
2

0
4










d
tt , si   2, Bxt   (recordar que 

4
00

d
yx  ) 

     










 







0

2
0 2

0

2

0

2

3

0

1
2

2

0

12

t

dt B

tt

xx
knn

dtdxettdttdd  
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  











 









0

2
0 2

2

2

0

3

1

2

12 1
t

dt B

d

xx
k

nn
dtdxe

d

d

d
ddk  

 









 






2

2

2

0

12

12

B

d

xx
k

nn
dxe

dd
k  

  


















 12212

1212
nn

n

nn dd
kdBVol

dd
k  

2

2

11 







 kd

dd
k  (17) 

luego, de (15), (16) y (17) se obtiene que 

   uMkdPI
t0

0,0

2

3

   (18) 

y, de (9), (12), (14) y (18) se tiene que 

 
              uMdkfMdkAfM
d

d
kPuD o

PQ

tt

d

t

rd

PQ

x 0,0

2

0,2

2

,2

2

2 00 



 

  

y de (3): 

   

            uMkddfMkfM
d

A
kuM

ttt

rd

PQ

dt

PQ

0000

0,0

22

0,2,22,0
2

1


   

   

             19uMdkdfMkfM
d

A
kuM

2

1
000

PQ

0 t

0,0

22t

0,2

t

r,2d

PQ

dt

2,0 






  

 
 

            uMkfMkfM
d

d
kuM

ttt

rd

rB
t 0000

0,00,2,22,0
2

1





  

Para 0  r  1,  dr  d   dd     
 d

d

d
d








1
   

   



d
d

1  

luego, 

 

     
        uMkfMkfMdkuM

ttt

r

dBt d 0000

0,00,2,22,0 

 


 

Mayoremos 
 
 uM

t

B r

0

2,0  . 

Consideremos los puntos P, Q que satisfacen la condición (4). Supongamos, por 

ejemplo, que ddPQ   y consideremos   dQPd
4

1
,  , o sea,  dyx

4

1
00  . Según la 

desigualdad  (9):  

 

























2

2

2
0

B

d

xx
k

3n

1

2n

12
2 dxe

d

d

d

1
dd

kd
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               QIPIQIPIQIPIQuDPuD 332211

22   (20) 

 

Para 
2

00 yx 
  

     QIPI 11
            




0

2
0

00000

2 ,,,,,,

t

dt B

xtfxtxtfxtxxttD   

 

                     dtdxytfytxtfxtyxttD 00000

2 ,,,,,,    

                




2
0

2
0

00000

2

000

2 ,,,,,,,,





t

dt B

dtdxxtfxtxtfxtyxttDxxttD  

              




2
0

2
0

0000000

2 ,,,,,,





t

dt B

dtdxxtfxtytfytyxttD  

 +              


0

2
0

t

dt B

00000

2 dtdxx,tfx,tx,tfx,txx,t,tD  

              



0

2
0

00000

2 ,,,,,,

t

dt B

dtdxytfytxtfxtyxttD   

              4321 VVVV       (21) 

Mayoremos V 1  aplicando el teorema del valor medio de Lagrange, y (10) y el cambio de 

variables 

 
   dttdx

tt

xx
n

n
1

2
0

2

1

0

0
, 




  (22) 

        

      






























 





2
0

2
0

0

PQ

00

0

2
0t

dt

00

0t

0,2

2

2d

PQ

xx

0

t

r,2tt

xx
k

B

2

3n

01 dtdxyx
d

xx
fMd

d

xxfM
ettkV

 

k
00 yx   

  

    2

,2
0

PQd

PQ

t

r

d

fM



      
 















2
0

2
0

0

2

0

0

00
2

3

0




t

dt

tt

xx
k

xx

B

n

dtdxexxtt  

             

+     









 


2
0

2
0

0

2

0

0

00
2

3

00,2

200





t

dt

tt

xx
k

B

n
t

dtdxxxettfMd
d

yx
k  

   

       
 








  



























2
0

2
0

2
2

1

0

PQ

0 t

dt

k

B

1n

tt

2

1

02

n

2

3n

02d

PQ

t

r,2

00 dtdetttt
d

fM
yxk  
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    











2
0

2
0

2
0

1

00,2

200




 

t

dt

kn

B

t
dtdettfMd

d

yx
k

 

Como 0  tt 0  2d , para d  0r  

1V   

     
   

  

















2
0

2
0

2
0

1
2

3

02

,2

00


















t

dt

k

B

n

r

d

d

PQ

t

r
dtded

d
tt

d

fM
yxk

PQ

 

  











2
0

2
0

0

0

0,2

200





t

dt

t

tt

dt
fMd

d

yx
k  

  

     









2
0

2
0

0

2

3

02

,2

00








t

dt

d

PQ

t

r
dtttd

d

fM
yxk

PQ

 

   


  22

20,2

200 1
0 


 dfMd

d

yx
k

t
 

  

     
2

0

2
0

0

2

1

02

,2

00






 








t

dtd

PQ

t

r
ttd

d

fM
yxk

PQ

 

Utilizando la relación 
2

1

d


tt 0

1


2

1


 para realizar la mayoración correspondiente: 

    

    



























dd

fMddd
fMdyxkV

PQd

PQ

t

rPQt 11
0

0
,2

2
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Mayoremos 2V  
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Análogamente a 3V  se estima 4V  



 Órbita Científica. No.109 Vol.25 octubre-diciembre  de 2019. ISSN: 1027-44722 
 

14 
 

       

      



























 





0

2
0

0

00

0

2

0

0

0,2

2

2

0,2
2

2

04

t

t

t

d

PQ

yxt

rtt

yx
k

B

n

dtdx
d

yx
fMd

d

yxfM
ettV

PQ







  

       

      



























0

2
0

0

0
2

0,2

2

2

,2

0

11

0

t

t

t

d

PQ

t

rkn dtd
d

fMd
d

fM
ett

PQ







 


  

  

           

  















0

2
0

2
0

0

11

02

,2

t

t

kn

d

PQ

t

r
dtdett

d

fM

PQ


















  

+     





 

0

2
0

2
0

0

1

00,2

2

t

t

knt
dtdettfMd




   

  

         











0

2
0

0

2
0

0

0

1

00,2

21

02

,2

t

t

t

t

t

d

PQ

t

r
dtttfMddttt

d

fM
k

PQ











 

  

      





fMd

d

fM
k

t

d

PQ

t

r

PQ

0

0

0,2

2

2

,2 




  (26) 

De (21), (23), (24), (25) y (26) se tiene que: 
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Aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradski, y el cambio 
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De (28), (29), (30) y (31) se obtiene: 
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