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Resumen

En la investigacion se desarrolla un enfoque
metodoldgico basado en la visualizacion matematica
apoyada en las Tecnologias de la Informacion y las
Comunicaciones. El objetivo es desarrollar de forma
dinamica y activa el proceso de ensefianza-aprendizaje
del célculo de volimenes de solidos en revolucion
aplicando el calculo integral. Para ello, se desarrolla un
sistema de tareas docentes bajo este enfoque
metodolégico basado en la visualizacion, y se somete el
mismo a un criterio de expertos. Como resultado del
desarrollo de este enfoque metodoldgico se demuestra
que existen cambios significativos en el aprendizaje de
los estudiantes mediante la aplicacion de una Prueba t.
Por lo que, se concluye que el desarrollo de la propuesta
favorece el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Palabras claves: visualizacion matematica; calculo
integral; s6lidos de revolucion.

Abstract

The research develops a methodological approach
based on mathematical visualization supported by
Information and Communication Technologies. The
objective is to dynamically and actively develop the
teaching-learning process of calculating volumes of
solids in a revolution by applying integral calculus.
For this, a system of teaching tasks is developed under
this methodological approach based on visualization,
and it is subjected to expert criteria. As a result of the
development of this methodological approach, it is
shown that there are significant changes in student
learning through the application of a t-test. Therefore,
it is concluded that the development of the proposal
favors the teaching-learning process.
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Introduccion

El estudio del espacio tridimensional es un Orbita Cientifica. No. 120 Vol. 28 julio-septiembre de
2022 ISSN: 1027-4472

area donde existen dificultades en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la Matemaética (Orcos, Jordan y
Magrefian, 2019). Especificamente, el calculo de volimenes generados por cuerpos en revolucién requiere
que el estudiante desarrolle habilidades para visualizar funciones, areas y volimenes en R3. En este sentido,
la visualizacion esté relacionada con los procesos mentales abstractos y las capacidades de los estudiantes
para realizar tareas en las que se emplee la imaginacion de objetos, y donde se realicen transformaciones
con los mismos (Medina, Castro y Juarez, 2019).

En la ensefianza de la matematica de forma puramente algebraica, predomina el empleo de reglas y técnicas
gue son utilizadas sin analizar el significado de los objetos, relaciones u operaciones que intervienen en las
tareas docentes que se desarrollan. Por lo que, a los estudiantes les resulta complejo representar las mismas
tareas en diferentes sistemas semiéticos (Grijalva y Davila, 2020). En este sentido, diferentes investigadores
en el campo de la Educacion Matematica expresan la necesidad de dinamizar el proceso de ensefianza-
aprendizaje mediante el empleo de la visualizacion (Kaenders y Weiss, 2018; Karpov, Klepov y Nikitin,
2020).

En la presente investigacion, se ofrece un enfoque metodoldgico para la ensefianza del calculo diferencial
en R3, especificamente para darle tratamiento al calculo de volimenes de cuerpos en revolucion alrededor
de un eje de coordenada u otra curva. En el desarrollo del proceso docente, la visualizacion es empleada
mediante el uso de simulaciones dinamicas en el software Wolfram Mathematica, lo que permite
aprehender los conceptos fundamentales del céalculo integral y particularmente el concepto de volimenes
de revolucion. El apoyo en recursos tecnoldgicos y el razonamiento de situaciones particulares bajo este
enfoque, confirma que los objetos, relaciones y operaciones en matematica no son estéticos y que el empleo
de la visualizacién puede ser favorable (Asmuss y Budkina, 2019).

Empleo de la visualizacion en la ensefianza de la matematica

El empleo de la visualizacion en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica es objeto de estudio
de numerosas investigaciones debido fundamentalmente al desarrollo de recursos tecnoldgicos y al uso
didactico de los mismos (Phillips, Norris y Macnab, 2010). Asi, la visualizacién asume un papel protagdnico,
ofrece un significado a las tareas docentes planeadas y se relaciona con “...entender un enunciado mediante
la puesta en juego de diferentes representaciones de la situacion en cuestion...” (Hitt, 2003, p. 214).

Adame et al. (2019) sostiene que, observando una representacion grafica de un objeto matematico pueden
surgir en los estudiantes una variedad de preguntas, vinculadas a los cambios de representaciones semioticas.
En este sentido la comprension de un contenido conceptual “...reposa en la coordinacion de al menos dos
registros de representacion... la aprehension de un concepto solo se lograra si existen actividades de
conversion de una representacion a otra y viceversa propiciando con esto la construccion de los conceptos
matematicos” (p. 365). Por otra parte, Duval (1999) plantea que es necesario desarrollar las tres habilidades
relacionadas con la semiosis: la formacion, el tratamiento y la conversion. Se refiere a la visualizacion como
la capacidad de pasar de una representacion plasmada de una forma, a otra plasmada de otra forma de manera
bidireccional. Igualmente, Arcavi (2003) revela que la visualizacion se puede analizar como un proceso
doble, uno que va desde lo concreto a lo abstracto y otro que va desde lo abstracto a lo concreto. Ademas,
plantea que “...la visualizacion ofrece un método para observar lo invisible” (p. 216). Esta “observacion”
puede ser mental y no estar relacionada con objetos fisicos o, puede estar relacionada con representaciones
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fisicas y entonces representar objetos perceptibles.
Empleo de la visualizacion mediante representaciones dinamicas

Las Tecnologias de la Informacion y las Comunicaciones (TIC) en la ensefianza de las matematicas son
utilizadas en diferentes niveles de ensefianza (Gonzélez, Garcés, y Grimaldy, 2021; Gutiérrez, Aristizabal y
Rincon, 2020). Los docentes incorporan las TIC al proceso de ensefianza con el objetivo de realizar actividades
didacticas constructivas, que desarrollen habilidades para la busqueda e interpretacion de la informacién. Por
lo que, se modifica el modelo de ensefianza algebrista y los estudiantes se convierten en protagonistas en el
desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje (Cristina y Godoy, 2018).

El proceso de ensefianza-aprendizaje de contenidos relacionados con espacios tridimensionales ha sido
desarrollado utilizando las TIC, obteniéndose resultados favorables a partir del uso de representaciones
dinamicas. Lo que ha permitido, que se puedan representar las tareas docentes en diferentes sistemas
semidticos de una forma simple, por lo que la visualizacién es la protagonista en el desarrollo de estas
actividades (Vergara, 2022). El software Wolfram Mathematica especificamente, es utilizado en educacién
matematica para desarrollar el proceso de ensefianza-aprendizaje empleando la visualizacion en la
dinamizacion del proceso. Este software puede ser utilizado para la ensefianza de diferentes contenidos:
matemadtica discreta (Campuzano y Crisanto, 2022; Vilchez, 2019), planteo y resolucion de problemas
practicos relacionados con el calculo integral (Mahayukti, y Dewi, 2021), integrales dobles (Milenkovi¢ y
Bozi¢, 2020), geometria analitica (Campuzano y Crisanto, 2022), por citar algunos ejemplos.

Metodologia

La investigacion fue desarrollada siguiendo un Disefio de Triangulacion Concurrente (DITRIAC) planteada
por Herndndez, Fernandez y Batista (2010, p. 570). En su desarrollo se aplica un enfoque metodolégico basado
en la visualizacién matematica con apoyo en las TIC. En este sentido, se desarrolla el proceso de ensefianza-
aprendizaje del célculo de volumenes de cuerpos en revolucion en la carrera Licenciatura en Educacion
Matemética, apoyado en el software Wolfram Mathematica. Las representaciones dinamicas representadas en
este software fueron analizadas para visualizar las relaciones con ecuaciones algebraicas usadas en este tema,
sus significados y aplicaciones.

El sistema de tareas docentes desarrollas bajo este enfoque metodoldgico basado en la visualizacion, fue
sometido a un criterio de expertos con el objetivo de buscar consenso, potencialidades y debilidades. Ademas,
se socializo este sistema de tareas docentes mediante talleres, donde participaron profesores experimentados
en el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica. Por otro lado, se realiz6 un test antes
del desarrollo del proceso docente bajo este enfoque y otro después, con el objetivo de medir cuantitativamente
si existen o no diferencias significativas en el aprendizaje.

Desarrollo

En la carrera Licenciatura en Educacién Matemaética se imparten contenidos diversos, que abarcan desde
sucesiones y series hasta ecuaciones diferenciales, en el marco de la disciplina Anélisis Matematico.
Especificamente, el célculo integral en R™ se imparte en Analisis Matematico 1V, y una de sus aplicaciones
es el calculo de volumenes de sélidos en revolucién. La aprehension de este contenido, sus aplicaciones y su
interpretacion matematica son fundamentales en la formacion de profesores de matemaética, por lo que para
potenciar este proceso de ensefianza-aprendizaje se plantea la necesidad de emplear la visualizacién
matematica con el apoyo de las TIC.

El empleo de la visualizacion con apoyo en el software Wolfram Mathematica permite dinamizar el proceso
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de ensefianza-aprendizaje de la matematica, en este sentido, a continuacion se ilustra con un ejemplo de tarea
docente desarrollada con el apoyo de este software.

Tarea 1 Calcula el volumen resultante al hacer rotar la funcion f(x) = (x + 1)2 en el intervalo [0; 4],
alrededor del eje de las abscisas.

- Grafica de la funcion f(x) en el intervalo dado: Plot[(x+1)"2,{x,0,4}]

5

1 2 3 4
Figura 1 Grafico de f(x) en el intervalo [0; 4] exportada de la consola de Wolfram Mathematica
- Rotar la funcion respecto al eje de las abscisas en el intervalo [0; 4]:

RevolutionPlot3D[{(x + 1)"2},{x, 0,4}, AxesLabel — {x,y, z}, RevolutionAxis — {1, 0, 0}]

Figura 2 Perspectivas del sdlido de revolucion obtenido exportado de la consola de Wolfram Mathematica

- ) b
Para calcular el volumen del cuerpo generado se utiliza la formula fa (f(x))%dx, que resulta en la
integral:

' -
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p f;((x + 1)2)% dx. La siguiente funcién del software ofrece el resultado deseado:

Integrate[n((x+ 1)"2)"2,{x,0,4}]

_ 3124n
-

Calcula el volumen resultante al hacer rotar la funcién y = (x + 1)2 en el intervalo [0; 4], alrededor del eje
de las ordenadas.

Para graficar en R3el volumen del cuerpo generado es necesario realizar un analisis de la formula que se
emplea para calcular volimenes cuando f(x) rota respecto a las ordenadas V = & f:(f (¥))?dx. En este caso,
es necesario expresar f en funcion de y, o sea f(y) = \/; —1yevaluar f(a) =f(0) =1y f(b) =f(4) =
25 para obtener los valores de integracién a y b para f(y) en el intervalo [0; 4]. Esta funcion f(y) se puede

graficar en el software expresandola en funcion de x, es decir estariamos graficando f~1x. Para ello se puede
utilizar la funcion: Plot[vx — 1, {x, 0, 25}], que genera la Figura 3.

-1

Figura 3 Gréafico de f~1(x) en el intervalo [0; 25] exportada de la consola de Wolfram Mathematica

Es importante enfatizar en que f~1(x) intersecta el eje de las abscisas en el punto (1;0) por lo que al hacer
rotar £~1(x) en el intervalo [1;25] entorno al eje de las abscisas, se obtendria el mismo cuerpo que al hacer
rotar f(x) en el intervalo de [0; 4] entorno al eje de las ordenadas (ver Figura 4 y 5). En efecto, si se plotea
la rotacion de £~1(x) en el intervalo [1; 25] entorno al eje de las abscisas mediante la funcion:

RevolutionPlot3D[{Vx — 1}, {x,1, 25}, AxesLabel — {x, y, z}, RevolutionAxis — {1,0,0}], da como
resultado la siguiente representacion

@

Creative Commons Attribution 4.0 International License
Platform & workflow by OJS/PKP



Orbita Cientifica. No. 120 Vol. 28 julio-septiembre de 2022 ISSN: 1027-4472

Figura 4 Representacion en R3 de la rotacion de f~1(x) en el intervalo [1; 25] entorno al eje 0X

Y si se plotea f(x) en el intervalo de [0; 4] rotando respecto al eje de las ordenadas, da como resultado la
siguiente representacion

|
=

;_Am;ﬂ.ﬁﬁiﬂ.l" ks

e

Figura 5 Representacion en R3 de la rotacion de f(x) en el intervalo [0; 4] respecto al eje 0Y

Lo anterior verifica que es posible calcular el volumen del cuerpo generado mediante el célculo de la integral

definida T flzs(\/i—l)zdx. Para resolver esta integral utilizamos la siguiente funcién del software

Mathematica: Integrate[m(vx — 1)*2,{x, 1,25}], que se obtiene como resultado: V = 51%

En el desarrollo de esta tarea sin el empleo de la visualizacion con apoyo en las TIC, se tiende a resolver la
. 25 .
integral nfl (ﬁ — 1)2dy para encontrar el volumen del cuerpo. Por lo que, a los estudiantes les resulta

dificil comprender el significado de este cambio de la variable x a la y, y la interpretacion de f(x) y f(y) sin
tener bien concebido las definiciones de f(x) y f~1(x) y sus relaciones. Por lo que, el enfoque metodoldgico
planteado en la investigacién ayuda en la interpretacion y aplicacion de este contenido.

Resultados

El sistema de tareas docentes desarrollas bajo un enfoque metodoldgico basado en la visualizacion, fue
valorado por 30 expertos, los cuales son docentes e investigadores en el campo de la Educacién Matematica.
De los 30 expertos se seleccionaron 10, mediante la aplicacion de un instrumento para determinar el nivel de
competencia de un candidato a experto (Cruz y Martinez, 2012). Posteriormente, los 10 expertos seleccionados
emitieron una evaluacion minima y una evaluacion maxima de la propuesta, siendo la menor evaluacion
posible “0” y la maxima evaluacion posible “100”. La informacion obtenida fue procesada utilizando la
funcion Cloud Delphi (Delphi de Nube) elaborada por Cruz (2020) sobre el entorno y lenguaje de

@
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programacion con enfoque al anélisis estadistico R. Obteniéndose los siguientes resultados (Tabla 1):
Tabla 1 Resultados exportados de R

Var. Exp_1 Exp_2 Exp_3 Exp 4 Exp_ 5 Exp 6 Exp_7 Exp_8 Exp_ 9 Exp_10 Exp_s

Ex 90.00 90.00 9250 90.00 9250 88.00 91.50 89.50 89.00 92.50 90.55

En 0.67 1.67 0.83 1.67 0.83 1.33 1.50 1.17 1.67 1.17 2.00

He 0.11 0.28 0.14 0.28 0.14 0.22 0.25 0.19 0.28 0.19 0.21

w 0.17 0.07 0.13 0.07 0.13 0.08 0.08 0.10 0.07 0.10 1.00

AEn | 0.67 1.67 0.83 1.67 0.83 1.33 1.50 1.17 1.67 1.17 2.00

Unc | 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17

Seguidamente, la Figura 6 facilita la comprensién de los datos. Puede observarse que las opiniones de los
expertos son discordantes; que la nube promedio Exp_s presenta menor incertidumbre en valores cercanos a
90.55 y mayor incertidumbre en valores cercanos a 88 y 93.4. De igual forma se observa que, el experto
nlmero uno posee mayor peso relativo (w=0.17) en comparacion a los demas expertos. Justifica su mayor
peso (w) el hecho de se localiza en valores cercanos a 90.55 de la nube promedio Exp_s, que es precisamente
el valor esperado de la variable Expectacién (EX).

Cloud Delphi

06

Figura 6 Procesamiento de las evaluaciones emitidas mediante la funcién Cloud Delphi

Para determinar si existe diferencia significativa se procesan los resultados de los test aplicados antes y
después de la propuesta, mediante una Prueba t para muestras relacionadas, que compara las medias de dos
variables de un solo grupo. Este procedimiento calcula las diferencias entre los valores de las variables de

e -
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cada caso y contrasta si la media difiere de 0 (Garzony Villota, 2020). Los resultados obtenidos se exponen
en la siguiente tabla:

Tabla 2 Resultados de la Prueba t

Intervalo de Confianza del 95% (IC)

Inferior Superior t Medias p

Testl - | -1.1666 -0.7763 -10.117 Testl= Test2=3.828571 | 0.000000000008653
2.83
Test2

Como p<0.05, se puede afirmar que las medias entre el Test 1 y el Test 2 son significativamente diferentes.
Por lo que, se puede concluir que la propuesta implementada favorece el proceso de ensefianza-aprendizaje
del calculo diferencial aplicado al calculo de volimenes de cuerpos de revolucién.

Discusion
En la investigacidn se verifica que el empleo de la visualizacion favorece el proceso de ensefianza-aprendizaje

del calculo integral en la formacion de profesores de matematica. Ademas, se observa que en investigaciones
relacionadas con su empleo para impartir otros contenidos se obtienen similares resultados.

De igual forma, se observa que con el empleo de la visualizacién apoyada en las TIC se pueden construir
representaciones dindmicas de los objetos, relaciones y operaciones que se estudian y los estudiantes tienen la
posibilidad de representar estos objetos en diferentes sistemas semi6ticos.

La presente investigacion fue desarrollada con estudiantes de tercer afio de la carrera Licenciatura en
Educacion Matematica, no obstante se pueden obtener resultados similares empleado el enfoque didactico
propuesto en carreras con perfiles matematicos y en carreras donde se desarrolle el proceso de ensefianza-
aprendizaje del célculo integral de manera general, siempre que los estudiantes posean bases conceptuales
s@lidas de los contenidos precedentes.
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